Proposition: Ist dimg (V) < 00, so existieren fiir alle > 0 natiirliche Isomorphismen

AT(VY) Alt"(V, K) (AV)Y

Dabei ist der zweite Isomorphismus ein Spezialfall der Adjunktionsformel, und der erste ist charakterisiert

durch die Formel
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Proposition: Fiir alle r, s >

A’"(VV) x AS(VV)

zjcpr zlcps sy zlwﬂ
Al (V, K) x Al&*(V, K) AT+ (V, K)

wobei die untere Abbildung A definiert ist durch die Formel
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Bemerkung: In der Vorlesung Analysis II werden Differentialformen oft als alternierende Multilinear-
formen eingefiihrt und ihr dusseres Produkt durch die obige alternierende Summe. Diese etwas kiinstlich
wirkende Formel wird nach Ubertragung auf die dussere Potenz A”(V"Y) viel einfacher und natiirlicher.



12.8 Vektorprodukt im R?

Fiir jeden K-Vektorraum V der Dimension n < oo induziert das dussere Produkt einen natiirlichen Iso-

morphismus N Rewei + ATV &V LAV
wet n— ~ n Dler
dli._[/\ V): (w—'i):m . AV S HomK(V,A V), £ (U — & /\U). - . ,xtl: ). M{\V)
n=t A

Die Wahl eines Isomorphismus A"V = K liefert dann einen Isomorphismus @: p°7'v — [N (\7

Aovl= (= (. sJ'.!/-7L’\1 tm V
Al KV)= ("lJ" 7 A"V S Homg (V,K) = VY.

CF)(E AL L(*Llf( . IL\ )(Ld) QA_ /\L'MIAL(W"(/L._ALL"LLG
T jOk frlz, L'#q[

ISR CAT Npa _abl A8 sy
o= Hoe LAkl = e 9&4

Ist weiter V ein euklidischer Vektorraum, so induziert das Skalarprodukt wie in §10.12 einen Isomorphismus

/'/'79“'

Ay Bes,

V'V 2V, insgesamt also einen Isomorphismus

AV SV



Im Spezialfall n = 3 liefert dies eine alternierende bilineare Abbildung

VXV —=ANVSV, (vw) = vAw— v Xw.
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Fiir |V = R3 mit dem Isomorphismus det: A*(R3) = R und dem Standard-Skalarprodukt erhélt man so
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das Vektorprodukt
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Das Vektorprodukt hat viele Anwendungen in der dreidimensionalen Geometrie, Mechanik, Elektrodyna-
mik, usw. Der natiirliche allgemeine Begriff dahinter ist jedoch immer das dussere Produkt, welches eben

in beliebiger Dimension existiert.



Grundeigenschaften: Nach Konstruktion ist das Vektorprodukt bilinear und alternierend. Weiter gilt
fiir alle u, v,w € R3:

(a) (u,v x w) = (u X v,w) = det(u,v,w).

(b) u x (vxw) = (u,w) -v—(u,v) - w (Grassmann-Identitdt).

(¢) ux (vxw)+vx(wxu)+wx (uxwv)=0 (Jacobi-Identitit).

(d) v x w =0 genau dann, wenn v und w linear abhéngig sind. /

Geometrisch ist das Vektorprodukt charakterisiert durch die Eigenschaften:

(e) v x w ist orthogonal zu v und w. <L”<‘~J,:;“> = M(L//L"/Q’): o
(f) Sind v und w linear unabhéngig, so ist (v, w,v X w) ein Rechtssystem, mit anderen Worten, es gilt
det(v, w,v x w) > 0. J_d-(t/‘/u/uzwsz oy, TrdD > O

(g) |v x w| ist der Flicheninhalt des von v und w aufgespannten Parallelogramms, also [v x w| =

v| - [w| - | sin | wenn (v, w) = |v| - |w] - cosV ist.
—_— _—



Bonusmaterial 1: Differentialformen und Integralsatze

1. Differentialformen: Betrachte eine Teilmenge ) C R". Xy, = < Vﬁ—* L0,

d
Definition: Ein Ausdruck K, s> TH

(*) ‘7 W = Z f,’l ,,,,, i dl‘il VANPRAN dQTiT
L

mit Funktionen f;, ; : €2 — R heisst eine Differentialform vom Grad r auf €.

-----

Bemerkung: Fiir den Vektorraum V := R" identifizieren wir das Symbol dz; mit der Linearform

R" — R, ()r—mrl

Tn

Dann ist dzy,...,dz, die zu der Standardbasis von V' duale Basis des Dualraums V'V, und eine Differen-
tialform vom Grad r ist eine Funktion Q — A"(VV).

Spezialfall: Eine Differentialforma vom Grad r = 0 ist einfach eine Funktion f: 2 — R.

—_—

Bemerkung: Jede Differentialform vom Grad > n ist Null.




2. Ableitung: Der Einfachheit halber betrachten wir nur beliebig oft differenzierbare, das heisst C'*°-

Abbildungen, anstatt C*-Abbildungen fiir beliebiges k. Sei zunichst  offen in R".2 ( j )
Definition: Die Ableitung einer C'*°-Funktion f Dﬁ
vg (Dx J
n 777 D)(
df =Y O gu
prl z

ist eine C*°-Differentialform vom Grad 1.

Definition: Fiir jede C*°-Differentialform w wie in (%) sei

de = dfiyi, Nz, A N d,

1< <...<tr<n

Dies ist eine C'*°-Differentialform vom Grad r + 1.

Proposition: Fiir jede C*°-Differentialform w wie in (k) gilt

| ddw =0. l




